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In questo seminario vorrei presentare alcuni risultati di generazio 
ne di semigruppi da parte di opportune realizzazioni di operatori ellittici in 
certi spazi vettoriali topologici non normabili e applicare poi i risultati ad al 
cune equazioni (o sistemi di equazioni) alle derivate parziali. 

Cominciamo col presentare un risultato dovuto a Babalola ([1] e [2]). 

Sia X uno spazio loc. convesso, T = {T(x)|t = 0} un semigruppo for- 
temente continuo in X. Diremo che T è un semigruppo (Co,l) se 3 una famiglia 
{p_}(c € A) di seminorme continue su X, che genera la topologia di X, tale che 


VaeA, WSE[0,+°], WwWte[0,5], YxEX 
(1) p_(T(t)x) s C(a,8) p_l*) 


I generatori infinitesimali di semigruppi (ce) tali che (1) è soddisfatta per 


certe costanti C(a,5) ammettano la seguente caratterizzazione: N_fxe x|p_(x)=0} 


è un sottospazio chiuso di X. Poniamo x =.X/, » ‘Se [x], è il laterale di N, 


N 
che contiene x, poniamo kl, = p_(*) . C, PI) è uno spazio normato. Indichere- 
mo con Ki il suo completamento. 

A è generatore di un semigruppo soddisfacente (1) se e solo se 

(a)A è chiuso a dominio denso 

(B) WxED(A) WaeA, p, (*) =0> p_ (Ax) = 0. Ciò permette di definire A, 


su Xi: 
(07 


AI, = [Ax], Allora: 
(v) A, è chiudibile in Ko, 


Indicata con A, la chiusura di A,» 


(5) waeA 30 , u tali che ) 0 > re p(A ), 
a’ ‘a a a 


s \oN -n 
IA) lai) ES M_ (2-9) Wn e N. 


Sia A(x,9) = Lp LL a°(a 30028) a coefficienti in B°(R") 
la],|8]sm i 


uniformemente fortemente ellittico (cioè Rel E a, 300 v|El 
|a|,|6|=m "° 


2m 


con v > 0. 
Poniamo D(A) = H°(R") , Au = A(x,2)u. A è generatore infinitesimale 
di un semigruppo C(0,1) in H°(R"). Infatti, per j = 0,1,..., Poniamo 
pj(u) = sori f1s%ul"a0"%. In questo caso lo spazio x; può essere identifica- 
POR 


to con ur"). 


soddisfatta perchè A è continuo su H°(R"). 


(a) è 
(8) è soddisfatta perchè Vj p; è una norma su H°(R"). 
(y) è di facile verifica che si ha 


vie N, DIA, ) = tueW(8")| A(x,9)u  HÎ(R")} 


(6) segue dalla disuguaglianza di Garding generalizzata: vjen, ueH(R"), 


2 


Re < A(x,a)u, u> C; Jul - c;lul mt; 


(per certe costanti C;:07)0), da cui, se XA > Cj 
2 
Xu-Aul, .2 Re < Xu - Augu> = (A-C.)jul.. 
lau-Au; lu; u - Au (a-0;)115. 


Veniamo ora ad alcuni risultati contenuti in [3]. 


Consideriamo un sistema di N equazioni in N incognite: 


A(x,2) = (A;j(%2)); 
j 


TTI 
A 
M 
È 
2 = 


in R" con operatori A; ;(4,9) di ordine s m.. 
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Diremo che A(x,3) è ellittico, se, indicata con A, 50%» 3) la parte di 


ordine m di A, MCO 2), si ha che weeR", |E| = 1, la matrice 


A(x,6) = di ioni Or) 
j = 1,...,N 


è invertibile. 


Supponiamo che inoltre: 


(i) A; j(%,9) = L a; ja(*)90» con coefficienti di classe EGLI e de- 
la|s2p 


rivate di ordine |a| uniformemente hòlderiane. 


(ii) A(x,9) è ellittico vxe R" ed esiste 1 se 0 tale che weeR" ,s con |&|=1, gli 


autovalori della matrice Ax, it) lun tutti parte reale s tia" A 


In [4] e [5] sono introdotti i seguenti spazi: per reR, poniamo 
K c(R" ) = fuec(R";c N} vb>o exp(-b|]x|")u e L°(R nieM)) 
Kr è uno spazio di Frechèt, con le norme 
lut,_p7 lexp(-blx[")ul, 


Poniamo ora Qq = DI + Si ha: 


Teorema 1. Definiamo DIA) = {u € KylA(x,3)u E Ko} (A(x,9)u è una 
distribuzione VueK, in virtù di (1)), AQ = A(x,9)u. 
Allora 


(i) A, è il generatore infinitesimale di un semigruppo in K_ (che chiameremo 
(t)|t=0}) 


(ii) Wt > Ve VIE K, T(E)FE DIA.) 
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(iii) wfeK. lim tAT(t)f = 0 
1 to 


Dim. (Cenno). Col metodo di Levi ci si può costruire una soluzione 
fondamentale per CA - A(x3,) (vedi [6]) che chiameremo r(x,t,&), soddisfacente 


per ogni t>0 


1 

DA 

Cit - 2p-1 

Ir(x,t,0)1 s CL erpte (EE? 


bed 


Ciò permette di definire VfE Kg 


f rated se t 90 
n 


f(x) se t=0 
Si verificache T(t) EL) Ytz0, 


lim 
= f Vfe e 
i T(t)f= f WF Ki T(t)f DIA) vt > 0, 


dr(t)f - AT(t)F VEDO e Tim tAT(t)f = 0 vfeK, 
t+0 


Si prova poi il seguente lemma: 
Lemma. Sia ueC([0,+©[; K_}NC'Uo,teli Kg)» tale che 


(1) u(t)eD(A,) ved 0 
(2) du t) = AQ) ve> o 


(3) uo) =0 


Allora ult) = 0Wt =0. 


Da ciò si ha che VISA, posto u(t) = T(t)T(s)f - T(t+s)f, u sod- 
disfa (1), (2), (3) e quindi T(t)T(s) = T(t+s). 
Resta da provare che il generatore del semigruppo è 50° Sia A il 


generatore, feD(A). Per t > 0 


dT si _ Ro: A 
art 0)f = AT(t)f = ATTO), E'AT(t)f = Af 


A è chiuso e quindi fED(A), Af=Af 
9 q q t 
Viceversa, poniamo ult) = T(t)f - f lf T(s)A,fds, con fED(A,) 
(o) 


t 
du n 
'yt>0 7 = A T(F)f - T(t) A f,Wwt>0 A u(t) = AT fas f = 
E nta (f) (t) a au! ) È (t) CUI T(s)A_fds 


du 
A_T(t)f - A f- T(t)A f+A f=7 
alli - AF TIMA, de (8) 


q 


Da u(0) = 0 e dal lemma segue 


st 
T(t)f - f - | T(s)A fds da cuì 
i, q 


È 
T(t)f-f Lf 

= 1 T(s)A fds _, A f. 
L Ca Li t+o Li 


Ciò prova che feD(A) e Af = Agf- 


Veniamo ora a considerare il sistema ellittico A(x,9) (che supponiamo 
a coefficienti in B°(R")) nello spazio s'(p")" = (s(r") N). 

Poichè s(r")" è uno spazio riflessivo (anzi di Montel), utilizzando 
la teoria dei semigruppi duali negli spazi localmente convessi (vedi [7]) e il 
fatto che l'aggiunta formale A'(x,9) di A(x,3) soddisfa le stesse proprietà di 
A(x,9), otterremo i risultati che ci interessano per s'(R")" lavorando in 
sr"). 


11-8. 


In tale spazio, si può definire come prima 


J r(x,t,s)f(E)de se t>0 
FA) 

T(t)f(x) = 
f(x) set = 0 


Con una serie di stime, si può verificare che Wfe s(r")", 


n,N 


ve = OT(t)fes(R")" è 1imr(t)f = (in s(r")"), in modo tale che, posto 


t+0 


D(A_) = scr)”, ALÎ = A(x,9)f, si prova che A genera un semigruppo in scr”). 


Posto D(A_,) = s'(R")", AxÎ = A(x,2)f WFED(A..), per dualità si 


g! 
ha che Asi genera un semigruppo în s'(p"). 
Vogliamo ora mettere in luce una notevole proprietà di tale semigruppo. 
Sia T un semigruppo in uno spazio localmente convesso. Diremo che T = {T(t)|t=20} 
è quasi equicontinuo se 320 tale che te'®t7(t)|t20) è equicontinuo. 

E' ben noto che in ogni spazio di Banach ogni semigruppo (E è quasi 
equicontinuo. 
In generale questo risultato è falso in uno spazio localmente convesso. Ad esem- 


pio consideriamo lo spazio K,(R) = {ueC(R;C)]|wb>0 exp(-bx°)ueL®(R)}. 


Indichiamo con A l'operatore: D(A) = {uEK,(R)|u"E K_(R)}, Au=u". 
Abbiamo già provato che A è generatore di un semigruppo in Ko. 
Se tale semigruppo {T(t)|t20} fosse equicontinuo esisterebbe in par- 


ticolare w20 tale che id WxER e'"LT(t)f(x) —»> o. Poniamo f6(x) = 
&: tro 

= exp(6x). Si ha T(t)fs(x) = exp(6°t+8x). Evidentemente, non esiste alcun 

w tale che exp(-utt5°t+5x) — 0 YsER, YWxeR. 


tro 


Tuttavia, sullo spazio s(r")", AL genera un semigruppo quasiequicontinuo. 


Teorema 2. L'operatore Ag è il generatore infinitesimale di un semi- 
gruppo quasi equicontinuo in s'(R"). 


Dim. (Cenno). Con i soliti argomenti di dualità ci si può limitare a 


provare il risultato nel caso di Ae scr”). Introduciamo su s(r")" la famiglia 
di seminorme 


pero = sup {(1+|x])" 3°, 4 E 19°] 
|a|sK |a|=K di 


n 
xeR 


ove me0, KeN,ue]0,1[ ,[9] = sup Lala) . 
la no |x-y[® 
x,yER 
xy 
Si ha: 


Lemma 3920 tale che Wm,m'20 con m<m',u, ve]o,l[ con p<v, 3050, 
a, >-1 tali che 


a, ,B, pt 
IT(t)f] Ù sC(t+t°) e IfIm',0 P (*) 


m,2p, 


Dal lemma segue che wr22p, Wm,m'=0 con m < m', ww,ve]0,1[ con 
uSv 3050, a,B>-1 tali che 


a. Bi pt 
IT lie < C(t'+t°)e IfIn',r-2p,v 


Infatti, si può vedere che 


t 
3° T(t)F = t(0)afe d) T(t-s)g,(5)ds 


II=10 * 


on ate Lt È ) Al84 (x,3) MIL 
YKB 


Proviamo l'ultima stima per induzione su r=2p. Se r = 2p, abbiamo 
jl1 lemma. Supponiamo vero il risultato per un certo r. Sia |g|= r+1-2p. Basta 


provare che 


8 pt, ,0,,8 
la, TC) FI m,2p,0 sce lt tt FI m',|81,0 
Vale 
8 3 
la, TC) FI m,2p,1 S IT(t)a FAm, 2p,u 


t 
+ 1T(t-s) g,(9)1 


(o) 


atpga 


Per il lemma 


(3 
IT(#)a, FAm, 29,0 < 


Inoltre 


8 


IT(t-s)9,(5)Im tan * Cn ePl8-5)((t-5) 2 1 (t-5) A I9g(5) Amr 0,1 (MEM! <m" <<) 


< f sé 
19, (5) Ie 0,0 = Cost Cost|T(s) In |6|-1+2p,0 


i i A 
3 3 
< (per l'ipotesi induttiva) cost ef%(s ° + S FI > ]e]-1 o 
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Quindi 


(1 B 

B et,, 1 1 
+ + 
la, T(8) Fm, 20,0 se (tt FI fe] 


6 t do 8 
+ cost ef J [(t-s) + (t-s) 
0 


(SC +5 )ds [fl . Da ciò si 


m',|8|-1, 


ha (*). 


Da (*) segue subito che, Wudp 


tel"tr(t)|t = 1} è equicontinuo. 


Poichè s(r")" è un t-spazio,fe ®*(t)|t € [0,1]} è equicontinuo e ciò prova 


che {T(t)|te[o,+®[} è quasi equicontinuo. E' ben noto che i semigruppi quasi 


equicontinui sono quelli a cui è applicabile la teoria di Hille-Yosida. 


Come corollario si ha perciò che: 


Corollario 3. Se A(x,9) è un sistema ellittico con le proprietà di- 
chiarate, il problema 


Xu - A(x,3)u = f 


ha una e una sola soluzione in s'(r°")" per ogni fe s'(p")", Wi reale abbastanza 
grande. 

Ricordiamo ora la seguente definizione: (vedi [7]). 

Sia T = {T(t)|t =0} un semigruppo quasi equicontinuo in uno spazio localmente con- 


vesso X e sia X' lo spazio duale di X. Diremo che T è analitico se 36,70 tale 
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che T ammette un'estensione quasi-equicontinua al settore S,={z EC ||arg z|se} 
e per ogni x'e X', xeX, la funzione z + < T(z)x,x'> è analitica in Sg (T(z) è 
il valore assunto dal prolungamento in z). * 


Vale il seguente risultato 


Teorema 4. Supponiamo che esista LA >» 1/2 tale che WEE R", |]=1, 
wxeR" gli autovalori di Ax; it) siano della forma i tre! con 12|0]24,: 
Allora il semigruppo generato da A è analitico in s'(p")". 

Osserviamo che le ipotesi del teorema sono soddisfatte se, ad esempio, 
l'operatore è a coefficienti costanti. 
Veniamo ora ad alcune applicazioni. 
E' evidente che i risultati precedenti consentono di trattare sistemi parabolici 
in spazi di funzioni 0 distribuzioni non normabili. Più in generale, sono stati 


considerati (vedi ad. es. [5]), problemi riconducibili a una forma astratta del tipo 


l 
)_ d,(t) AU (t)+c(t)u(t)-Au(t) = f(t) , t60 
Fi j 

{9} 


ult) = ult) se te20. 


Qui 0 è un aperto connesso di R", 30 è di classe ti, 0 giace su un lato di 30 


b è un campo vettoriale di classe cl definito su Ò tale che: 


(a) b(t) #0 wted 
(b) b(t)-v(t) > 0 wtea0 (v(t) è la normale interna ad 0 in t) 


(c) Sia s+S(s,t) la soluzione massimale di 
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Allora WteÒ Aat'e 30 tale che t = S(s.t'). Su c supporremo soltanto che sia 
di classe c su 0. Infine, X sarà un generico t-spazio sequenzialmente completo, 
A il generatore di un semigruppo in X soddisfacente 
(d) T(t)xED(A) wt > 0, vxeX 
(e) lim tAT(t)x = 0 wxcX. 
.  t-0 
Infine feC'(0;X). 
Per soluzione del problema intenderemo una uEC'(0;X)MC(0;X) tale che 
YtE0 ult)e D(A) e soddisfa l'equazione in 0 e la condizione al contorno 
su 30. Ci interessano soluzioni del sistema definite su tutta Î. 
In virtù delle ipotesi, si può definire 90:0 + Rx90 tale che 
o(t) = (0, (t),0,(t)) con S(9,(t),0,(t)) = t. Formalmente la soluzione del proble- 
ma è 


u(t) = M(0,(t),t)"} exp(a,(t)A) u_(0,(t)) + 


9(t) sà 
«i exp((9;(t)-9)A) W(0;(t),t)7" W(o,t) #(S( -0,(t),t))d6, 


S 
con W(s,t) = eso f c(S(6-9,(t),t))d6. 
(o) 


Si può provare che è è di classe de su Ù. Ciò consente di ricavare 
(20,4). 


+ . 
Nel caso 0 = R_, b(t) = 1, basta supporre f localmente hòlderiana a valori 


che la soluzione formale scritta è una soluzione vera se gel 


in X. : 
Osserviamo infine che le condizioni (d) e (e) caratterizzano i semigruppi 
analitici negli spazi di Banach. 
In generale, ciò è falso in uno spazio localmente convesso. Si con- 
sideri, ad esempio, lo spazio X =é"(R) e il semigruppo in X delle traslazioni. 
+ d 


I] suo generatore è dt che soddisfa (d) e (e) perchè è continuo in X. 


Tuttavia, se f non è analitica, T(t)f = f(-+t) non ammette alcuna 
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; n ha : + 
ragionevole estensione analitica su un settore che contiene R . 
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